
Colle du 17 octobre: Séries numériques, suites et séries de
fonctions

6.1 Première série

Exercice 1: Soit (an) une suite de R∗+, strictement croissante divergente vers +∞. Pour t > 0,

on pose f(t) =
∑+∞
n=0(−1)ne−ant. A-t-on nécesairement

∫
R∗

+
f =

∑+∞
n=0

(−1)n
an

?

Exercice 2: (Théorème de Carathéodory et construction de la mesure de Lebesgue)
Soit E un ensemble. Soit µ∗ : P(E)→ [0,∞] telle que: µ∗(∅) = 0; si A ⊆ B, alors µ∗(A) ≤ µ∗(B)
(propriété de croissance); pour toute suite (Ak) ∈ P(E)N, on a µ∗(

⋃
Ak) ≤

∑
µ∗(Ak) (propriété

de sous-additivité). On dit que µ∗ est une mesure extérieure. On dit que B ∈ P(E) est µ∗-
mesurable si pour toute partie A de E on a µ∗(A) = µ∗(A ∩ B) + µ∗(A ∩ Bc). On note M(µ∗)
l’ensemble des parties µ∗-mesurables.
1. Montrer que M(µ∗) est une tribu, c’est-à-dire que: E ∈ M(µ∗); si A ∈ M(µ∗), alors
Ac ∈M(µ∗); si An ∈M(µ∗) pour tout n ∈ N, alors

⋃
An ∈M(µ∗).

2. Montrer que la restriction de µ∗ àM(µ∗) est une mesure, c’est-à-dire que: pour toute famille
(An) ∈M(µ∗)N avec les An deux à deux disjoints, on a µ∗(

⋃
An) =

∑
µ∗(An).

Pour A ⊆ R, on définit λ∗(A) = inf
{∑

i∈N(bi − ai) : A ⊆
⋃
i∈N]ai, bi[

}
.

3. Montrer que, pour a ≤ b, λ∗([a, b]) = λ∗(]a, b[) = b− a.
4. Montrer que λ∗ est une mesure extérieure sur R.
5. Montrer que la tribu M(λ∗) contient les ouverts de R. On dit qu’elle contient la tribu
borélienne (plus petite tribu contenant les ouverts). La mesure λ∗ |M(λ∗) est appelée mesure de
Lebesgue.

6.2 Deuxième série

Exercice 1: La fonction f(x) =
∑+∞
n=1

sin(2nx)
2n est-elle dérivable en 0?

Exercice 2: Soit C l’ensemble des séries convergentes à termes réels. Existe-t-il une série diver-
gente à termes réels non nuls

∑
bn telle que: inf(an)∈C supn≥0 | 1− an

bn
|= 0?

Exercice 3: 1. Soient z1, ..., zn des complexes de module inférieur ou égal à 1. Montrer qu’il
existe (ε1, ..., εn) ∈ {−1, 1}n tel que pour tout p entre 1 et n, on a |ε1z1 + ...+ εnzn| ≤

√
3.

2. Soit (zn)n≥0 une suite de complexes tendant vers 0. Montrer qu’il existe une suite (εn)n≥0
d’éléments de {−1, 1} telle que

∑
εnzn.

6.3 Troisième série

Exercice 1: Quelle est la nature de la série
∑ (−1)[lnn]

n ?

Exercice 2: Soit (zn) une suite de C. On suppose qu’il existe d > 0 tel que pour tous p 6= q de
N, |zp − zq| > d. Soit a > 2. Montrer que

∑
1
|zn|a converge. Que se passe-t-il si a = 2?

Exercice 3: Soit
∑
xn une série absolument convergente. On suppose que ∀q ∈ N∗,

∑+∞
n=1 xqn =

0. A-t-on nécessairement ∀n ∈ N∗, xn = 0?

Exercice 4: Soit f : R → R la fonction 1-périodique définie par f(x) = x2 pour |x| ≤ 1/2.
Montrer que pour tout x ∈ R,

∑+∞
n=−∞ 2nf

(
x
2n

)
= |x|

1


